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Capitol 1

Preliminars

1.1 Conjunts

Un conjunt és una col-leccié d’objectes ben determinada. Els elements séon cada un dels objectes
que formen el conjunt.

Exemples:

1. Conjunt que conté: a, b, c

A={a,b,c}

2. Conjunt de nombres naturals senars menors que 10.
A=1{1,3,57,9}

3. Nombres parells.
A={..,-4,-2,0,2,4,...}

4. Nombres naturals.
N={0,1,2,3,...}

Si un element es troba dins d’un conjunt, direm que aquest element pertany al conjunt.

Notacié
Notarem que un cert element a pertany a A: a € A
Notarem que un cert element b no pertany a A: b¢ A

Exemples:
1. A={abc}=0b€cA

2. A=1{1,3,579}=11¢B

1.1.1 Determinacié d’un conjunt

Per determinar un conjunt necessitem coneixer:
e Fxtensio: Donant tots els elements del conjunt.
e Comprensid: Donades unes certes propietats que caracteritzen els elements.

e Grafica: Diagrama de Venn.
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1.1.2 Igualtat

Dos conjunts A i B sén iguals, si i només si, tenen els mateixos elements.

Exemple: A ={1,2,3} B=1{1,2,3}

1.1.3 Conjunt buit

El conjunt buit és aquell que no conté cap element.

Exemple: A =2

1.1.4 Subconjunt

Direm que A és un subconjunt de B o que esta contingut en B, si i només si, tots els elements de
A s6n també elements de B. Direm que el subconjunt és propi si A és diferent de B.

Notacié
El conjunt A esta contingut en el conjunt B: A C B
El conjunt A és subconjunt propi de B: A C B

Exemples:
1. A={1,3,5} B=1{1,2,3,4,5} = ACB =~ ACB
2. A={1,3,5} B={1,3,b} = ACB = A¢B

Propietats VA, B,C conjunts
1. 3 C Ai AC A (reflexivitat)
2. ACBiA# B = AC B (subconjunt propi)
3. ACBiBCA= A= B (antisimetria)
4. ACBiBCC = ACC (transitivitat)
1.1.5 Cardinal
El cardinal d’'un conjunt és el nimero d’elements d’aquest conjunt.
Notacio
Anomenarem n-conjunt a tot conjunt d’'n elements.

Notarem el cardinal de 4: n = |A| =44

Exemples: A ={1,3,5,7}:|A|=4 B={z |z vocal}:|B|=5

1.1.6 Conjunt de les parts

Donat un conjunt S, anomenarem conjunt de les parts de S al conjunt format per tots els sub-
conjunts que es poden formar amb S.

Notacio
Congunt de les parts de A:  &(S) = PB(9)
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Exemple: S = {a,b,c}
Conjunt de les parts que es poden fer segons cardinals:

[S|=3 {a,b,c}

S| =2 {a,b} {a,c} {b.c}

S| =1 {a} {b} {c}

[S|=0 &

&(5) = {{a,b,c}, {a,b}, {a, ¢}, {b,c}, {a}, (b}, {e}, &}

Observacié
El cardinal del conjunt de les parts d’un n-conjunt: |&(S)| = 2"

1.1.7 Tupla ordenada

Una n-tupla ordenada és una col-leccié ordenada d’elements, on a; és el primer element, as és el
segon element. . . a, és I'n-éssim element.

1.1.8 Producte cartesia

El producte cartesia de dos conjunts A i B és el conjunt dels parells ordenats (a,b) de manera que
a€AibeB.

AxB={(a,b) | a€A ~ be B}
Exemples:

A={1,2} B=/{a,bc}
Ax B ={(1,0),(1,0), (1,0), (2.0), (2,0), (2,0)}

A={1,2} B={abc} C={ap}
A x B x C = {(La,a)? (1,a,6>7 (1,b,04>7 (Lbaﬁ)? (1,0,0&)7 (1’676)7 (2,@,0&)7 (2,&,6>7 (2,{),0&)7. ’ }

1.1.9 Operacions entre conjunts
Unié: Conjunt que conté tots els elements de dos conjunts.
AuB={z | z€A o z€B} |[AUB|=|A|+|B|—|ANB|
Interseccié: Conjunt que conté tots els elements comuns dels dos conjunts.
AnNB={z | z€A i z€B} |ANB| = |A|+|B| - |AU B|

Notacio
A unido amb B: AUB
A intersecat amb B: ANDB

Exemples: A={1,3,5} B={2,3,4}
AUB ={1,2,3,4,5} JAUB| =5

AN B={3} [AnNB|=1
|JAUB|=|A|+|B|-|ANB|=3+3—-1=5

A i B s6n disjunts si no tenen cap element en comu, i per tant: ANB =g
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Diferéncia: Elements que pertanyen a un grup pero no a laltre.
A-B={z | z€A i z¢ B} |A—B|=|A|—|ANB|
Exemples: A={1,2,3} B=1{1,3,5,7,9}

A-B={2}
B—A={57109}

A-B|=1
B—Al=3

A—B|=|A| - |ANB|=3-2=1
IB—A|=|B|-|ANB|=5-2=3

Complementari: Tots els elements que no formen part d’un conjunt; sigui U el conjunt universal:
A=U-A={zecU:x¢ A}

Notacio
El complementari del conjunt A:

A=A
Exemple: Si U ={1,2,3,4,5,6,7,8,9,10} A={2,4}
A=U—A=1{1,356,7,8,9,10}

1.1.10 Propietats de les operacions entre conjunts

e AUT=A ANU=A4 Identitat (universal)

o AN =0 AuU=U Dominacio

e ANA=AUA=A Impoténcia

o (A)=A Involucié

e AUB=BUA ANB=BNA Commutativa

e AU(BUC)=(AUB)UC Associativa

e AN(BUC)=(ANB)U(ANC) Distributiva
AU(BNC)=(AuB)N(AUCQC)

e AUB=ANB ANB=AUB De Morgan

o AUA=U ANA=2 Complementari
o=U U=9o

e AU(BNC)=A AN(BUA)=A Absorcid

Nota: Les lleis de Morgan es compleixen per varis conjunts units o intersecats.

1.1.11 Representacié amb cadenes binaries

.. . .. .
Per representar cada element numeric d’un conjunt podem indicar I’element amb un 1 en la seva
posicié corresponent, i amb un 0 a la resta de posicions que no contenen cap element.

Exemples:

U=1{1,2,3,4,5,6,7,8,9,10}
A=1{2,4,6,8,10}
A=1{1,2,4,8}

1111111111
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1.2 Aplicacions

Siguin X 1Y dos conjunts. Una aplicacio de X en Y és un dels subconjunts del producte cartesia
entre X i Y, de manera que a cada element de X li correspon un tnic element de Y.

FiX—Y VaeX: ey | (vyef

A y se li anomena imatge de x per f o recorregut. y = f(x) imatge de
A x se li anomena antiimatge de y per f o domini. x = f'(y) antiimatge de z

Notacio
Per notar una aplicacié o funcid de XenY: f:X —Y

Exemple: X ={1,2,3,4,5} Y ={a,b,c,d, e} f: X —Y
fiX —Y X Y
m /ra\
l—a f(l)=a

2vd f(2)=d 2 b

3—c f(3)=c /

4—b f4)=b 3 - c

S5—e f(b)=e \

4 d

5 > e

Yy — X

S’anomena aplicacio identitat aquella que es dona entre dos conjunts iguals: i, : X — X

1.2.1 Composicio
Donats tres conjunts A, B, C, de manera que
f:A— B g:B—C

si tots els elements del conjunt A tenen imatge al conjunt C, podem definir una funcié resultant
de les dues:

gof:A—C
f. g _,
Exemple: f(z) =22 g(z)=2+3
(90 )(x) = g(f(z)) = g(z*) = (z + 3)? x - f() g(f(2))

gof
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1.2.2 Aplicacions injectives
Donats dos conjunts, A i B, i f una aplicacié de A en B, aquesta aplicacio6 sera injectiva si a cada

element de A li correspon un element diferent de B, es a dir, un element de B mai te més d’una
antiimatge.

1.2.3 Aplicacions exhaustives

Donats dos conjunts, A i B, i una aplicacié de A en B, aquesta aplicacié sera exhaustiva o
suprajectiva si tots els elements de B tenen antiimatge a A.

1.2.4 Aplicacions bijectives

Si una aplicacié és injectiva i exhaustiva, I'aplicacié també és bijectiva o invertible.

1.2.5 Operacions basiques amb funcions

Suma: (f +g)(z) = f(x) + g(x)
Multiplicacié: (f - g)(x) = f(z) - g(z)

1.2.6 Funcié part entera superior

La funcid part entera superior sobre x dona el enter més gran o igual que x.

Exemples: [5.4] =6 [5] =5 [7.9] =8

1.2.7 Funcié part entera inferior

La funcié part entera inferior sobre x dona el enter més petit o igual que x.

Exemples: |5.4] =5 5] =5 |7.9] =7

©
L
R 2
U

Funcid part entera superior [x] Funcid part entera inferior | x|
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1.3 Successions 1 sumatoris

1.3.1 Successions

Donat un conjunt S, una successid és una aplicacié del conjunt dels enters en S. Les successions
sén estructures discretes que permeten representar llistes ordenades d’elements. Les cadenes de
longitud m sén successions de longitud finita.

Exemple: N — Q

ap = — 17
n

N =
W=
N

1.3.2 Progressions aritmetiques

Soén progressions aritmeétiques aquelles successions que creixen o decreixen linealment.
Exemple: a, =6n—-1 — 5,11,17,23,29

1.3.3 Progressions geometriques

Sén progressions geométriques aquelles successions que creixen exponencialment.
Exemple: a, =2-3" — 2,6,18, 54,162

1.3.4 Sumatoris

Un sumatori és una suma d’un seguit d’elements d’una successio.

m
Zai =anp+ant1 +Opy2+ ... Fam—2+am-_1+am

i=n

1.3.5 Suma d’una progressio aritmetica

i n
Zai = (a1 +an)§
=1

Exemple: 1+2+3+4+5=(1+5)2=15

1.3.6 Suma d’una progressié geometrica
- a r—a
z :Tk _ 9n 1
r—1
k=1

4
. _ _ 16-2—-2 __

n=1

1.3.7 Productori

Un productori és un producte d’un seguit d’elements d’una successio.

Hi:n-(n+1)-(n+2)-...~(m—1)~m

i=n

5
Exemple: 5!=][i=1-2-3-4-5=120
i=1
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1.4 Logica i raonament matematic

1.4.1 Proposicio

Les proposicions sén afirmacions que poden ser certes o falses. Les proposiciojns es representen
mitjancant lletres. Si una proposicié és certa pren el valor 1 i si es falsa, 0.

1.4.2 Connectors

Negacié: — no Implicacié: = implica
Conjuncié: A i Doble Implicacié: <= si i només si
Disjuncio: V o Exclusié: @ o exclusiva

1.4.3 Taula de la veritat
P Q|-P PAQ PVQ P—Q PQ

0 O 1 0 0 1 1
0 1 1 0 1 1 0
1 0 0 0 1 0 0
1 1 0 1 1 1 1

1.4.4 Propietats. Regles d’inferéncia
o P—=Q=-PVQ e Pvli=l PAO=0

o P—=QR=(P=Q N(Q=P) e (PVQ)VR=PV(QVR)
(PAQ)AR=PA(QAR)

e P=--P

e PV(QAR)=(PVQ)AN(PVR)
e ~(PVQ)=-PA-Q (PAN(QVR)=(PAQ)V(PAR)

~(PAQ)=-PV-Q

e PVQR=QVP PAQ=QAP

e PAN1=P PV0=P

Les proposicions que sempre prenen per valor 1 s’anomenen tautologies i les que sempre prenen
valor 0 s’anomenen contradiccions. Si a una proposicié P hi fixem un valor x, aleshores tenim un
predicat P(x).

1.4.5 Quantificadors

e Quantificador Universal: V per a tot
e Quantificador Existencial: 3 existeir algun
e Oposat del Existencial: 3 no existeiz cap

e Unicitat: ! un dnic

Exemple:
Ve, y € Z 37:EQ|2':E
Y
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1.5 Exemples de demostracions

1.5.1 Si x és miiltiple de 8 també ho és de 2
A={zx €Z |z =8k perun cert k € Z} B={x€Z|x=2k perun cert k' € Z}

Volem veure que: (Vx)(x € A=z € B)

Sigui x € A, com és multiple de 8, podem escriure z en funcié de k: x = 8k
x = 8k = 2(4k) = 2K k' és un nombre enter: k' € Z

Per tant: x € B La hipotesi és certa.

1.5.2 AN(BUC)C(ANB)U(ANC)
r€AN(BUQO)<=x€eANze(BUC)<=zeA AN (xeB V z€()
< (€A NzeB)V (xeANzelC)<=ze(ANB)U(ANC)

Per tant: La hipotesi és certa.

1.5.3 AXx B# B x A, AiB conjunts no buits, A # B
Hipotesi: A+ @, B#@, A#DB
Tesi: Ax B# B x A

A#B < (3acA|a¢B)V@EbeB|b¢ A)

JaeAla€eB

Suposem: B4G—JheB

} = (a,b) e Ax B perd (ba)¢ Bx A Contradiccid

Per tant: La tesi és certa.

1.54 ACB=—BCA

Hipotesi: AC B = Va(r € A=z € B)
Tesi: BCA=Vx(r € B=x € A)

N
N
s

r€A=>2x€eB = —(ze€B)=>-(r€Ad) = z¢B=zx¢A

I
o
|

=
N 1N
(SVRREN

reEB=2eAd = —(r€A)=>-(xreB) = x€A=z€B

Per tant: La tesi és certa.
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Capitol 2
Aritmetica

La aritmética és la part de les matematiques que s’encarrega d’estudiar els ntimeros i les operacions
que es poden fer amb ells.

2.1 Enters i divisibilitat

2.1.1 Propietats del grup dels enters Z

(Za +) (Zv : )
Commutativa: a +b=b+a
Associativa: (a+b)+c=a+ (b+c)
Element neutre: a+0=0+a=a
Element simétric: Ya €Z | a+a’ =0

Commutativa: a-b=1>b-a
Associativa: a-(b-c)=(a-b
Element neutre: a-1=1-a=

e Distributivitat: a(b+ c¢) = ab+ ac

2.1.2 Divisibilitat

Donats a,b € Z,a # 0, es diu que a divideiz a b quan existeix un enter c tal que b = ac. En
aquest cas direm que a és un divisor de b, que a és un factor de b o que b és un multiple de a.
Per tant, el residu de la divisi6 és sempre 0.

a,beZ alb=3Jc€Z|b=a-c
Notacié
b divideix a a, o a és miltiple de b:  bla

b no divideix a a, o a no és multiple de b:  bta

Exemples: 6[12=12=6"-2 312=12=3-4 5412=12#5-¢ cel

2.1.3 Propietats de la divisibilitat
Donats a,b,c € Z,a # 0

e 1,a,—1,—a divideixen sempre a a e alb A blc = ac
o ba<= (-b)a <= b|(—a) <= (-b)|(—a) o alb A alc=al|(b+¢)
e alb A bla=a==b o alb=a|(bk), VkeZ

19
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2.2 Nombres primers. Garbell d’Eratostenes

2.2.1 Nombres primers

Un enter positiu p > 1 és un nombre primer si només és divisible per 1,—1,p i —p. Per tant,
el residu de la divisé mai sera 0 per qualsevol altre nombre. Si un enter no és primer aleshores
s’anomena, enter compost. Per veure si un nombre n és primer només ens cal comprobar si és
multiple de tots els primers menors que /7.

2.2.2 Teorema fonamental de 'aritmetica

Tot enter n > 1 descomposa en producte de nombres primers de forma tnica, de manera que els
seus factors primers estan en ordre creixent.

Exemples: 100=2-2-5.5=22.52 143 =11-13 999=3-3-3-37=23%-37

2.2.3 Garbell d’Eratostenes

Per fer el garbell d’Eratostenes es deixa el primer nimero no marcat i es marquen tots el seus
multiples; aixi, tots els nimeros no marcats sén nimeros primers.

2 3 4 5 6 7 8 9 10
11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
21 22 23 24 25 26 27 28 29 30
31 32 33 34 35 36 37 38 39 40
41 42 43 44 45 46 47 48 49 50
51 52 53 54 55 56 57 58 59 60
61 62 63 64 65 66 67 68 69 70
72 73 7 75 6 70 718 79 80
81 82 83 8 8 8 87 8 89 90
91 92 93 94 9 96 97 98 99 100

2.3 MCD i MCM. Divisié Euclidea. Algorisme d’Euclides.

2.3.1 Maxim comu divisor

Donats a,b € Z,b # 0. L’enter més gran que divideix a a i a b se 'anomena mazim comi divisor
deaib.

n n

a= H Piai a = H Piﬁi HlCd(a’ b) = ﬁ Pimin(aiﬁi)
=1

i=1 =1

Observacions Notacié: med(a, b)
e mcd(a,b) = med(|al, |b])
e mcd(a,0) = |a]

e mcd(a,b) =1 <= aib sén primers entre si.

Exemple: 120=23-3-5! 500 = 22.3%.53

med(120,500) = 22 -3° . 5! =22.5 =20
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2.3.2 Minim comu multiple
Donats a,b € ZT, el minim comi mailtiple de a i b és I'enter més petit que és multiple de a i b.

n

a= H PY a= H PP mem(a, b) = H Pimax(ai’ﬁi)
i=1 i=1 i=1
Notacié: mem(a,b)
Exemple: 120=23-3-5! 500 = 22.3%.53
mem(120, 500) = 23 - 3' - 53 = 23. 3. 5% = 3000
El minim comd multiple es relaciona amb el maxim comu divisor de la segiient forma:

a-b=mcm(a,b) - med(a, b)

2.3.3 Divisid entera o Euclidea

Per tot a,b € Z,b # 0, si dividim existeixen uns tnics q quocient i r residu.

Ya,be Z, b#0 g, r | a=bg+r, 0<r<|y

Exemples:
a=101, b=9 a=-14, b=3
101 +-9=11 qg=11 14+-3=4 q=—4 —14=3(-4) + (-2)
101 -11-9=2 r=2 14—-4-3= r=—-2 com que —2 < 0
—14=3(-4)-3+3-2
101 =9-11 + 2 -14=3(-5)+1

En el cas que el divident a sigui negatiu fem la divisié amb el seu valor absolut i tot seguit canviem
el signe al quocient q i al residu r a la férmula tal i com es mostra al exemple. Finalment, arreglem
la férmula per fer el residu positiu.

Lema mcd(a,b) = med(r,b) = med(a — bg, b)

2.3.4 Algorisme d’Euclides

L’algorisme d’Euclides consisteix en anar reduint el nombre, substituint-lo pel seu residu, utilit-
zant la férmula del lema anterior.

Siguin a,b € Z, a > b > 0. Considerem les divisions enteres, amb rg = a i r; = b:

ro=r1q1 +12, 0< 712 <1g
ry =r2q2 +13, 0<7r3<7m

re =713q3 + 714, 071y <73 q G 92 g3
. ria b ro r3
Tog T3 O

Tne2 =Tn-1qn-1+Tn, 0< 7, <Tn_1
Tn—1 = I'ngn

Aleshores, med(a,b) =r, Aleshores, mcd(a, b) = r3
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Exemples: mcd(287,91) =7 med(68,24) = 4
q 3 6 2 q 2 1 5
r| 287 91 14 7 r| 68 24 20 4

14 7 0 20 4 O

2.4 Identitat de Bézout

2.4.1 La identitat de Bézout
d=mcd(a,b) = Ir,y€Z|ax+by=d

Amb I'l’algorisme d’Euclides estés podem calcular la x i la y. Aquest teorema resulta ttil per

calcular moltes aplicacions sobre el maxim comu divisor.

2.4.2 Propietats de la identitat de Bézout

o rla A rlb = r|mcd(a,b) e pprimer plab = pla V p|b

e rlab A med(r,a) =1 = r|b e pprimer plajas...a, = i€ {i,...,n} | pla;

2.4.3 Algorisme d’Euclides estes

Siguin a,b € Z, a > b > 0. Considerem les divisions enteres, amb rg = a i r; = b:

ro =T1q1 + T2 29=1 Yo =0
1 =T2q2 + T3 z1=0 y1 =1

o =13q3 + 74 T2 = To — Q171 Y2 = Yo — Q1Y1

Tn—2 = T'n—14qN — 1+r, Tp2=op_4— dn—3Tn—-3 Yn—2 = Yn—4 — dn—-3Yn—3
Tn—1 = I'ndn Tn—-1=Tn-3 —4n-2Tn-2 Yn—-1=Yn-3 — dn-2Yn—2

Xn = Tpn—-2 — Gn—-1Tn—1 Yn =%n—2 — n—-1Yn—1

Si igualem x = x,,, y = yn, © = rn, aleshores tenim lequacié:  r = azx + by

x 1 0 T2 X3
y|0 Y2 Y3
q Q1 Q2 g3 Si igualem = = z3, y = y3, r = r3, obtenim ’equacié d’abans.
ria b ry r3
Teo T3 0

z|{ 1 0 1 -6
y| O 1 -3 19
q 3 6 2 7=287-(—6)+91-19
r|287 91 14 7
14 7 10

2.5 Aritmetica modular

2.5.1 Modul

Siguin a,r € Z, m € Z", definim @ modul m com el residu de la diferéncia entre a i m.

Notacié: r = amodm Exemple: 17mod5 = 2
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2.5.2 Congruencies
Siguin a,b € Z, m € Z*, direm que a és congruent amb b modul m si m|(a — b).

Notacié: a = b(modm)

Exemple: 35=11(mod8) < 8|(35—11) 15 = —9(mod 8) < 8§|(35—(—9))

2.5.3 Propietats de les congruencies
e Sia=bmodm) <= b=a(modm)
e Sia=bmodm) A b= c(modm) aleshores: a = ¢(modm)
e Sia=bmodm) A ¢=d(modm), c,d € Z aleshores:

— a+c=b+d(modm)

—a-c=b-d(modm)

Si ac = be(modm) i m, ¢ primers entre si, aleshores a = b(mod m).

ac =be(modm) = a = b(mod

=)

e Si a = b(modm), aleshores 3k € Z | a* = b*(mod m)

2.5.4 Invers

Donats a € Z i m € Z*, es diu que @ € Z és un invers de a modul m quan aa = 1(mod m).
Si a i m sén primers entre si, aixo implica que existeix un @ unic.

2.5.5 Congruencies lineals
Una congruéncia lineal és una congruencia amb una incognita.
ax = b(mod m) a,bbm,x €Z, m>1

Resoldre una congruencia lineal és trobar tots els enters x que la satisfan. La congruencia lineal
només té solucions s{ med(a, m)|b. La congruéncia sempre tindra infinites sol-lucions o no en tindra
cap.
Per trobar una solucié x,, hem de seguir els passos segiients:

1. Comprobar que a i m sén primers entre si per verificar que hi ha sol-lucié.

2. Trobar, mitjancant la identitat de Bézout, un invers de a modul m, que anomenarem a.

3. Multplicar la congruéncia per a:  aax = ab(mod m)

4. Soluci6 general: x=z,+mt, VieZ
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Exemple: Resoldre la congruencia 287z = 9(mod 92).

a = 287 b=9 m =92

1). Trobar un invers de 285 modul 92 mitjancant la identitat de Bézout. A aquest invers ’ano-
menarem @ i sera la x resultant de I’algorisme d’Euclides estes. El residu r que és el med(285, 92)
ha de donar 1 perque hi hagi sol-lucié.

1 o 1 -8 17 -25
0 1 -3 25 =53 T8
3 8 2 1
287 92 11 4 3 1
1 4 3 1

IR |8

2). Ara tenim l'invers de 287 modul 92 que és -25. Tot segut multipliquem la congruéncia per
Iinvers:

287(—25) = 9(—25)(mod 92)

Com que qualsevol niimero multiplicat pel seu invers dona 1, podem substituir el 287(—25) per 1.
Tot seguit simplifiquem la congruéncia:

lz =9(—25)(mod 92) = =z = —225(mod 92) = x = 51(mod 92)

Per tant la solucié general és:  x =51+92t, VieZ

2.5.6 Sistemes lineals. Teorema xinés del residu.

Siguin my,mo,...,m, € Z* dos a dos primers entre si. Siguin ai,as,...,a, € Z. Aleshores el
sistema

x = ai(modmy)

x = az(mod my)

x = a,(mod m,.)
té una tnica solucié de modul el producte de tots els moduls de les congruencies.
T
dxeZ 0<x<m, modul: m:Hmi

i=1

Per calcular la solucié al sistema d’equacions hem de seguir els passos segiients:
1. Trobem el modul m amb la formula anterior.
2. Buscar els M; per cada congruencia: M; =
;

3. Buscar els y; per cada congrueéncia tals que: M;i; = 1(mod m;)

4. Substituir els valors a la férmula segiient:
T = (Z aiyiMi> (modm)
i=1

Podem simplificar la congruéencia sense que canvii el resultat.
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x = 1(mod 5)
Exemple: Resoldre el sistema segiient: ¢ x = 3(mod 6)
x = 2(mod 7)

1). Calcular m, My, Ms, Ms:
my =25, my=06, mg=7, m=210

210 210 210
Mlz?:427 M2:?:35, M3:7:30

2). Trobar els y; per cada congrueéncia tals que: M;i; = 1(modm;)
42y = 1(modb) — y; =3
35ys = 1(mod6) — yo =5
30y3 = 1(mod7) — y3 =14
3). Aplicar la férmula del punt 4.
z=(1-42-34+3-35-5+2-30-4)(mod210) = 891(mod 210)
x = 51(mod 210)

2.6 Petit teorema de Fermat
Sigui p un nombre primer i a un enter no divisible per p, aleshores
a?~! = 1(mod p)
En general: per qualsevol enter a es té:  a? = a(mod p)
Exemple: a=8ip=5

85" mod 5 = (8%)*mod 5 = (64 mod 5)* mod 5 = 4> mod 5 = 1
8°mod 5 = (8* - 8) mod 5 = (8*mod 5) - (8mod5) =1-3 =3

2.6.1 Calcul de poténcies modul un nombre primer a” mod p
s=amodp = a" = s"modp
a" modp = s" modp

Aplicar el teorema de Fermat per anar simplificant fins trobar el resultat.

Exemple: Calcular 735%"® mod 29
735mod 29 = 10 = 735%"® = 10°"® mod 29
10378 — 1028'13+14 — (1028)13 . 1014

Aplicant el teorema de Fermat: 10?® = 1(mod29) = 10%7® = 10**(mod 29)

10 mod 29 = (10® - 10* - 10?) mod 29

10?2 mod 29 = 13
10% mod 29 = (10% mod 29)? mod 29 = 132 mod 29 = 24
10® mod 29 = (10* mod 29)? mod 29 = 242 mod 29 = 25

(10% - 10* - 10?) mod 29 = (13 - 24 - 25) mod 29 = 28 — 735" mod 29 = 28
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2.7 Representacié d’enters

Donada una base b > 1, qualsevol enter n es pot representar de forma tnica:

n=ay+ab+ab®+a+...+ap_1b""" + ab*

Normalment utilitzem la base 10 (decimal), pero els ordinadors solen utilitzar també la base 2
(binaria) y la base 16 (hexadecimal). Els algorismes de suma i multiplicacié que coneixem també
es poden aplicar en aquestes bases.

2.8 Criptografia

La criptografia és la ciéncia que s’encarrega de transformar missatges perqueé no siguin llegibles
per a personal no autoritzat.

e Xifrar: transformar un missatge clar en un missatge il-legible, el qual anomenarem missatge
xifrat.

e Desxifrar: reconstruir el missatge original a partir del missatge xifrat.
e Clau: instrument que permet xifrar i desxifrar el missatge.

e Criptosistema: metode que seguim per xifrar i desxifrar.

2.8.1 Xifrat de Cesar

A|B|C|D|E|F|G|H|I|J|K|L|M
O|l12 (34|56 |7 |89 [10]11]12
N|O|P|Q|R|S|T|U |V |W|X|Y | Z
131141516 | 17|18 |19 |20 |21 |22 |23 |24 25

Si diem m al nimero al que correspon la lletra, ¢ al niimero al que correspon la lletra xifrada, i k
a la clau, la formula seria la segiient:

Xifrat: ¢ = f(m) = (m + k) mod 26 (Xifrat de Cesar: k = 3)
Desxifrat:  f~!(c) = (¢ — k) mod 26
Clau: k

2.8.2 Xifrat de Cesar afi

Xifrat: ¢ = f(m) = (am + b) mod 26 f bijectiva
Desxifrat:  f~!(c) = a(c — b) mod 26, on @a = 1(mod 26)
Clau: (a,b)

2.8.3 Criptografia de clau piblica. RSA
e La clau de xifrar no serveix per desxifrar el missatge.
e La clau del criptosistema es divideix en dues:

— clau publica: la clau per xifrar el missatge. Tothom la pot coneixer i amb ella xifrar els
missatges per enviar.

— clau privada: la clau per desxifrar el missatge. Només la pot coneéixer aquell que ha de
desxifrar-lo.

El missatge es converteix en una seqiiencia d’enters, que s’agafa per blocs. Amb p,q,e € Z, p,q
primers, tal que mcd(e, (p — 1)(¢ — 1) = 1, xifrem amb la férmula ¢ = m®modn on m és un bloc.
Per desxifrar, utilitzem la férmula m = ¢?(modn), on ¢ és un bloc xifrat in =p- ¢
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2.9 Exemples de demostracions

2.9.1 Sialbialc = a|(bLc)

Hipotesi: albialc = Tk1,ke €Z | b= ak; ic=aky
Tesi: a|(b+¢), ésadir, Ik € Z | b+ c = ak

b+ c=aky + aky = a(ks + k2) = ak = al(b+¢)
——

keZ

2.9.2 Sialb = al|bk, Yk e Z

Hipotesi: alb, és a dir, Ik € Z | b = aky
Tesi: Vo € Z, albx, es a dir, Ve € Z Tk, € Z | bx = ak,

Sigui un x € Z qualsevol, bz = (aki)x = a(kix) = albx

2.9.3 Sigui alb i blc = alc

Hipotesi: albiblc, és a dir, Ik1, ke € Z | b = aky, ¢ = bks
Tesi: alc, és a dir, Tk € Z | ¢ = ak

¢ = bko = (aky)ka = af ) = dalc

k1ko
N~
kEZ

2.9.4 Hi ha infinits nombres primers

(Per reduccid a l’absurd)  Suposem que hi ha un nombre finit de primers: pi,pa,...,pn

Sigui N =p;1 -pa-...-py+ 1, poden passar dues coses:
1). N és primer: llavors hi ha n + 1 enters primers, i aixd per hipotesi no pot ser.

aq X2

2). N és compost: N = ¢{'q?---¢%, aixt: Vi € {1,...,r}, ¢; € {p1,...,pr}
Si g; = p; llavors:

4]

gj 11, ja que és un nombre primer, ¢; > 1 = Hi ha infinits nombres primers

2.9.5 n enter compost, n té un divisor primer menor o igual que /n

n € Z,n compost, llavors Ja € Z | ajn, 1<a<mn
Esadir, n=a-b, 1<a<n, 1<b<n

Suposem que a <+/n o b <./n, altrament

a>vnibyn = n=a-b>v/n-vVn=n = n>n No pot ser!!

Si a < 4/n, a desomposa en producto de n primers.
Sigui pla, p primer = p|n

pla = p<a<yn
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296 abeZ" a-b=mcd(a,b) - mem(a,b)

B1

a=pit-...opom b=p] -...-pln  p; primers diferents Vi=1,....n

n n
0 b= Hp?,i.;_ﬁi 2 sznm(ai,ﬁi)erax(aiﬁi) = mcd(a, b) - mem(a, b)
i=1 i=1
Cal probar: pf* 7 = p?lin(ai’ﬂi)+max(ai+5i), Vi=1,...,n
esadir «; +6; = min(wy, ;) + max(co; + 5;), Vi=1,...,n

a; =B + min(a; + B;) + max(a; + Bi) = a; +a; = a; +

g [e7)
a; < B+ min(ay, B;) + max(ay, B;) = a; + B
a; > B+ min(ay, B;) + max(ay, B;) = a; + B

Per casos:

Per tant: a-b=mcd(a,b) - mcm(a,b)

2.9.7 a,b€Z, a,b#0 = mcd(a,b) = mecd(a — bg,b) Vq € Z
Fixem ¢ € Z arbitrari. Siguin D; = mcd(a, b) i Dy = mcd(a — bg, b)

Volem veure que: D = Dy

Dl\a

Dl‘b } = Dl\(aqu) = D1§D2

= D1 =Dy
Dalb

Ds|(a — bg) } = Dol((a—bq) +bg) = Dizla = D> <Dy

2.9.8 rlairlb = r|mecd(a,bd)
d =mcd(a,b) <= d=rk peruncertkcZ
Jr,y€Z|ax+by=d

rla = rl|ax

rlb — rlby } = r|(ax+by) = r|d

2.9.9 rlab, med(r,a) =1 = 7|b
Jr,y€Z|ax+by=1 = bax+bry=>

r|abx

rlbry } = r|(abx + bry) = r|b

b
2.9.10 Equivaleéncia a,b,m € Z,m > 1
Siguin a,b,m € Z,m > 1, sén equivalents si cumpleixen una de les tres condicions:
1. a = b(modm)
2. dkeZ|a=b+mk

3. amodm = bmodm
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Demostracié

1 =2 Hipotesi: a = b(modm)
Tesi: Ak € Z | a = b+ mk

a=bmodm) = m|(a—b) = Fk€Z|(a—b)=ml = a=b+mk

2 =3 Hipotesi: Ik €Z | a=b+mk
Tesi: amodm = bmodm

mk#b=a=mqg+r 0<r<m

b=m(q—k)+r = amodm =bmodm

3 =1 Hipotesi: amodm = bmodm
Tesi: a = b(modm)

Jq1,r la=mq + 7 dgo, 7 | b=mga+ 7
a—b=(mq +7r)—(mg2+7r)=m(q1 — q2) = m|(a—b) = a = b(modm)
2.9.11 Propietats de les congruéncies
Siguin a, b,c,d,m € Z,m > 1 a=bmodm) i ¢=d(modm)
a). a+c¢=b+ d(modm)

a =b(modm) < m|(a—1D)

c=d(modm) <= m|(c—d) } = m|((a+c) — (b+d))

b). ac = bd(modm) <= m|(ac — bd)

ac—bd=ac—bc+bc—bd=clc—b)+blc—d)=m

). ac=be(modm) i mecd(e,m) =1 < a = b(modm)
ac = be(modm) = Ik € Z | ac — bc =mk

mk = cla—b) = ml|(a—1D)

med(m,c) =1 } = m|(a —b) = a=bmodm)

2.9.12 Invers
med(a,m)=1 = Ir,s€Z|ar+ms=1 < ar=a+m(—s) < ar =1(modm)

Unicitat: Sigui a,c € Z| aa=1(modm) i ¢ca=1(modm)
a=a-1(modm) = @=aac(modm) = @ =1 -¢(modm) = amodm =cmodm

Per tant 3r € {0,1,...,m — 1} | ar = 1(mod m)

Per tant: Tots els inversos de a modul m sén: a =71+ mt, Vt € Z
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Capitol 3

Raonament matematic

Un teorema és una afirmacié que es pot demostrar. Una demostracié és una cadena on a cada pas
es dedueixen noves afirmacions. Per duduir-les utilitzem:

1. Les hipotesis del teorema.
2. Anteriors afirmacions de la demostracié ya demostrades.
3. Axiomes. Proposicions evidents que no necessiten demostracio.

4. Teoremes. Deduccions fetes a altres demostracions.

Per fer les demostracions matematiques s’utilitzen les regles d’inferéncia, que es troben a ’apartat
1.4.4 de la pagina 14.

Molts dels teoremes sén implicacions. Donades dues proposicions, p i g, volem veure que p = q.

3.1 Metodes de demostracio

3.1.1 Demostracié directe

Es suposa que p és cert i s’utilitzen les regles d’inferéncia i teoremes ja demostrats per veure que
q també és cert.

2

Exemple: n és senar = n“ és senar.

FkeZ: n=2k+1 = n®=2k+1)? =4k* +4k + 1 = 2(2k* + 2k) + 1 = n? és senar
N——
Z

3.1.2 Demostracié indirecte o per el contrareciproc

p = q equival a -p = —q. Per tant es tracta de demostrar que si ¢ és fals, p per forca també
ho ha de ser.

Exemple: Si 3n + 2 és senar, aleshores n és senar.

—(n és sernar) = —(3n + 2 és senar)

n parell = 3k € Z | n =2k

3n+2=3(2k)+2=2(3k+1) = 3n+2és parell = (n senar = 3n + 2 senar)
~——
zZ
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3.1.3 Demostracié buida

Es basa en veure que la hipotesi és falsa, i per tant la implicacié p = ¢ és sempre certa. Es sol
utilitzar per comprobar casos especials dins de demostracions de teoremes.

Exemple: @ C A, VA conjunt
Ve:(zxe@ = xze€A), VA

Com que la hipdtesis = € @ és falsa, la implicacié és certa.

3.1.4 Demostracid evident o trivial

Es basa en demostrar que la tesi és sempre certa; aleshores 'implicacié també ho és.
Exemple: a,b € Z. Si a = b, aleshores a" = b°.

Com que a® = 11 b° = 1 siguin quins siguin els valors de a i b, la tesi és certa i per tant la
implicacié també ho és.

3.1.5 Demostracié per contradiccié o reduccié a ’absurd
Per demostrar que que la implicacio és certa soposem que —p és cert i arribem a una contradiccié.
Aquesta contradiccié indica que —p és fals i per tant p és cert.

Exemple: /2 és irracional

Suposem que /2 és racional.

Per tant: Ja,b € Z | \@:%, med(a,b) =1
a a’ 2 2 2
\/EZE = 2=b—2 = 2b"=a" = 2|a® = a és parell
Ik eZ|a=2k = 20° = (2k)? = b =2k = b és parell

a és parell 2|a

b és parell 2Jb } = 2|mecd(a,b) = 2|1  Contradiccid

Per tant: —(/2 és racional) = (1/2 és irracional)

3.1.6 Demostracié per casos
Una implicacié (p1 Vp2V...Vp,) =>¢q equivala (p1 = @) Ap2= @) AN...A(prn = q).
Per tant, per demostrar una implicacié d’aquest tipus és necessari demostrar les implicacions per
cada cas p; = ¢ individualment.

Exemple: Si un enter n no és divisible per 3, aleshores n? = 1(mod 3).

Sint3 <= n=1(mod3) V n=2(mod3)

Cas 1). n = 1(mod 3)

= N
Cas 2). n=2(mod3) = n

Per tant: n13 = n? = 1(mod 3)
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3.1.7 Demostracions d’equivaléncies

Quan varies proposicions sén equivalents p; <= py <= ... <= p,, , per demostrar-les només
ens cal demostrar les implicacions segiients p; = p2, P2 = P3, ..., Pn-1 = Pn, Pn —> D1-

Exemple: Les afirmacions segiients sén equivalents
1). nmod3 =1V nmod3 =2
2). n no és divisible per 3.
3). n? = 1(mod3)
Demostracié
(1) = (2) nmod3=1V nmod3=2 = 3{n
(2) = (3) 3tn = n? =1(mod3) (Ezemple anterior)
(3) = (1) Suposo que  —(nmod3 =1 V nmod3 =2) = —(n? = 1(mod 3))
3k | n=3k = n®=9k*=3(3k%) = 3|n* = n?=0(mod3) = n?# 1(mod 3)
Per tant: Les equivalencies son certes.

3.1.8 Demostracié constructiva

Els teoremes d’existéncia tenen una tesi del tipus 3z P(x). La demostracid constructiva tracta de
trobar un element a tal que P(a) és cert.

Exemple: per tot enter positiu n existeixen n enters compostos consecutius.

Vn x|z + i és compost Vi = 0..n

Sigui z = (n+ 1)! + 1.
Considerem els enters x + 1,z 4+ 2,...,x+n

Vi=0..n i+ 1divideixaz+i=(n+ 1)+ (i+1)
Per tant x + i és compost Vi = 0..n
3.1.9 Demostracié no constructiva
La demostracid no constructiva tracta de demostrar Jx verificant P(z).
Exemple: Consultar demostracié hi ha infinits nombres primers de la pagina 25.

3.1.10 Demostracié per contraexemple

Donat que —(Va P(x)) equival a 3z —P(x), per demostrar que Yz P(z) és fals és suficient amb
trobar un element a tal que P(a) sigui fals.

Exemple: n? — n + 41 és primer Vn € Z*

n=41 = 41% — 41 + 41 = 41° 412 no és primer: FALS
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3.2 Inducciéo matematica

El principi d’induccic és til per demostrar proposicions amb infinit nombre d’elements. També
s’utilitza per demostrar resultats d’algorismes, verificar programes, grafs, arbres, etc.

Principi de bona ordenacié Tot conjunt no vuit d’enters no negatius te primer element
VA € Z* Imin A.

3.2.1 Principi d’induccié

Per fer una demostracié per induccié donada una propietat que compleixen tots els elements, hem
de fer dos pasos:

1. pas base: demostrar que P(ng) és cert, on ng és el primer element del conjunt.

2. pas inductiu: es demostra la implicacié P(n) = P(n+1). Per fer-ho, es suposa que P(n)
és cert per n > ng i es veu que P(n + 1) també ho és.

Exemple: Demostracié de que la suma dels n primers enters positius imparells és n2.

> (@2k—1)=n? Vn>1
k=1

pas base: P(1) — 1 =12 = CERT.

pas inductiv: P(n) = P(n+1)

n n+1
d@k-1)=n* = Y (2k—1)=(n+1)?
k=1 k=1

n+1 n
> (2k-1) = (Z(% - 1)) +2n+1)=n’4+2n+1=(n+1)? = P(n+1) CERT

P(n)

Per tant: P(n) és cert.

3.2.2 Principi d’induccié forta o completa
Si tenim per cada n > n, una proposicié P(n) que pot ser certa o falsa:
Vn>n,: (P(n,) A Plnp+1) A ... AN Pln—1) A P(n)) = P(n+1)
per demostrar la implicacié hem de fer dos pasos:
1. pas base: demostrar que P(ng) és cert, on ng és el primer element del conjunt.

2. pas inductiu: es demostra que P(n— 1) és cert suposan que P(ng), P(no+1),..., P(n) sén
certs.

Exemple: Demostracié de 'existencia en el Teorema Fonamental de I’Aritmetica.

“Tot enter més gran que 1 és primer o producte de primers”.
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pas base: P(2) — 2 és un niimero primer.

pas inductiv: ¥Yn >2: (P(2), P(3),..., P(n)) = P(n+1)

1. Sin+1 és primer, P(n+ 1) és certa.

2. Sin+1noésprimer = Id,q€Z | n+1=dq, 1<d,g<n+1
Com que d,q > n, dy g sén primers o producte de primers. Com que n+1 = dg, n+ 1 és producte
de primers.

Exemple: La factoritzacié de tot enter n > 2 és tnica.

pas base: P(1) és CERT.

pas inductiv: (Yn > 1)(P(n) = P(n+1))

Suposem que P(2), P(3), ..., P(n) son certes. Velem que que P(n + 1) també ho és.
- Si n+ 1 és primer aleshores P(n + 1) és CERT.
- Sin+ 1 no és primer = Iny,ne € Z | n =nine, n1,ne <n = P(n+1) CERT

Per hipotesi d’induccié nq i no descomposen en producte de primers, i, per tant, n també.
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Combinatoria

4.1 Principis basics

La combinatoria ens serveix per comptar sense haver de llistar explicitament tots els objectes o
combinacions d’objectes.

Donats un conjunt finit A de cardinal n, i una aplicacié bijectiva f : A — {1,2,3,...,n}

4.1.1 Principi de la suma

Donats A, B conjunts finits, AN B = & (conjunts disjunts), aleshores: |AU B| = |A| + | B]
En general:
[AyUAsU...UA,| = |AL| + |42+ ...+ |AL]

Exemple: Un estudiant ha d’escollir un projecte d’entre tres llistes. Les tres llistes tenen 23,
151 19 projectes respectivament. Quants projectes té per escollir?

Projectes =23 4+ 15419 =57

4.1.2 Principi del producte

Donats A, B conjunts finits, aleshores: |4 x B| = |A]| - |B|

En general:
‘Al XAQ X, XAn| = |A1|‘A2||An|

Exemple: Quantes cadenes de bits de longitud 5 es poden formar?
Cada bit té 2 possibles formes (0i 1). En total, 2-2-2-2-2 = 25 = 32 formes

Exemple: Quantes cadenes de bits de longitud 5 es poden formar amb almenys un 17

De 2° maneres que es podrien formar restem la combinacié 00000 que no conté cap 1. Aixi:

25 — 1 = 31 formes

4.2 Permutacions 1 combinacions

4.2.1 Permutacions

Una permutacié d’un conjunt és una ordenacié dels seus elements. Donat r € ZT, i un conjunt
de n elements, una r-permutacié del conjunt és una sel-leccié ordenada de r elements del conjunt.
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Notacié: P(n,r) = nombre de r permutacions d’un n-conjunt.

TEOREMA
Pin,r)=n(n—1)(n—-2)...(n— (r—1)); P(n,r) =

Exemple: Es venen 100 ntimeros de loteria a 100 persones, de manera que hi ha 4 premis
diferents.

e De quantes maneres es poden repartir els premis?

100!
P(100,4) = ——— =100-99 - 98 - 97 = 94109400
( ) (100 — 4)!
e De quantes maneres es poden repartir els premis si la persona amb el niimero 47 té el primer
premi?
P(99,3) = o 99 - 98 - 97 = 941094
(99 -3) B
e De quantes maneres es poden repartir els premis si la persona amb el niimero 47 té un dels
premis?
99!
4-P(99,3) =4———+— =4-99-98-97 = 3764376
( ) (99 — 3)!
e De quantes maneres es poden repartir els premis si la persona amb el niimero 47 no guanya
cap premi?
99!
P(99,4) = ——— =99 -98 - 97 - 96 = 90345024
( ) (99 — 4)!

4.2.2 Combinacions

Donat r € Z*, una r-combinacié d’un conjunt és una sel-leccié6 no ordenada de r elements del
conjunt.

Notacié: C(n,r) = nombre de r combinacions d’un n-conjunt.

TEOREMA

C(n,r) = ("> ™ br) = Clnr) 1

Observem: (3) =1 M =1 (") =n

Corol-lari: (:f) = ( " ) 0<r<n

n—r

Exemple: De quantes maneres es poden escollir dos niimeros enters menors de 1007

|
C(100,2) = (100) 100!

9 = m = 4950 maneres

Exemple: Donats 6 estudians de geografia i 11 estudiants d’historia, de quantes maneres puc
triar 5 estudiants de forma que hi hagi 2 de geografia i 3 d’historia.

11 5 11! 5!
C(11,3) - C(5,2) = (3) . <2) = S1-3) 252 = 165 - 10 = 1650 maneres
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4.3 Nombres binomials

A (:f) també se 'anomena nombre combinatori, nombre binomial o coeficient binomial.

4.3.1 Identitat de Pascal
T r r—1

4.3.2 Triangle de Pascal o de Tartaglia

Observem: Si S és un n-conjunt

n

> (1) =2~ le0s)

r=0

4.3.3 Teorema del binomi o binomi de Newton

(x+y)" = EH: (Z) a"hyk

k=0

(xz+y)"

Il
N
(@)
N———
8
3
+
7N
= 3
N———
8
3
L
Ned
+
RN
N3
N———
8
i
]
<
+
+
7N
3 3
N———
@3

Exemple: Desenvolupar (z + y)°

5
5\ 5. (5 5 (5 5 5 5 5
e = 3 ()= (0) = ()etve () () ()t ()
=0

= 2° + baty + 1023y? + 102%y® + bay? + ¢°

Exemple: Quin és el coeficient de z2y3 en (z + y)°7?

5

(ery)sZ(?)xSiyi — =3 = <§) =10

=0

Corol-lari:

xv(f)-o %)

4.3.4 Propietats dels nombres binomials

o Addiccié: (7) = (") + (7)) Vn=>2

e Absorcié: (}) = %(Zj)

e Corol-lari Absorcié: (n—k)(}) = n("gl)
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4.4 Permutacions i combinacions amb repeticio

4.4.1 Permutacions amb repeticio

Una r-permutacié amb repeticié d’un conjunt X és una seqiiéncia de r elements de X no
necessariament diferents, es a dir, és una sel-leccié ordenara de r elements que poden ser iguals.

PR(n,r) =n"
Exemple: Quantes cadenes binaries de 5 bits podem fer?

PR(2,5) = 2° = 36 cadenes

4.4.2 Combinacions amb repeticié

Una r-combinacié amb repeticié d’'un n-conjunt X és una seqiiéncia no ordenara de r elements
de X, no necessariament diferent.

-1 -1
CR(n, ) = <n +1") _ (n +7’>
r n—1
Exemple: De quantes maneres es poden barrejar taronges, pomes i peres de forma que al plat
hi hagi 3 peces de fruita.

3—-1+4+3 5 5!
CR(373) = < 3 ) = <3) = m = 10 maneres

Exemple: Trobar el nombre de solucions de 'equacié 1 + 22 + x5 =11, x; <0.

Tenim que sel-leccionar 11 elements: x; del tipus u, x5 del tipus dos, x3 del tipus 3. Per tant, el
nombre de solucions és:

3—-1+11 13 13!
CR(3,11) ( 11 ) (11) (13— 11)1 78 solucions

Exemple: Trobar el nombre de solucions de I'equacio:
Ty +r2t+wz3 =11, x12>1, 20 >2, x32>3

Tenim que sel-leccionar 11 elements dels quals restem 1, 2 i 3, solucions que no ens interessen,
i per tant ens queda una combinacié amb 5 elements a sel-leccionar:

— |
CR(3,11-1-2-3)=CR(3,5) = (3 é—'_ 5) = (;) = ﬁ = 21 solucions

4.4.3 Permutacions d’objectes indistingibles

Donats k tipus d’objectes diferents, el nombre de permutacions de n objectes, de manera que hi
ha n; objectes del tipus i és:
n!
nilng! ... nyg!

Exemple: Quantes paraules diferents es poden formar reordenant la paraula RETRASAR?

Com que la R es repeteix 3 vegades i la A 2 vegades, la formula quedaria:

8!

SR 3360 paraules
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4.4.4 Teorema del multinomi

n n n
(T1+z24 .. an)" = D (m Nay...,n )wllwf..-m:ir
) A m

nitnet...+nm=n
4.5 Principi d’inclusié-exclusi6

Siguin A;, As, ..., A, conjunts finits, aleshores:

|A1UAU. . UAL = D A= > JAnA [+ Y JANANA . (1)

1<i<n 1<i<j<n 1<i<j<k<n

N A

1<i<n

Exemple: Quants enters hi ha entre 1 i 100 sén divisibles entre 3, 5 o 77

Si anomenem A al conjunt d’enters divisibles per 3, B als divisibles per 5 i C als divisibles
per T:
|[AUBUC| = |A|+|B|+|C|—|ANB|—-|ANC|—|BNC|+]|ANnBNC|

|A|=100+3=33 |ANB|=100=+(3-5)=6
IB|=100+5=20 [ANC|=100=(3-7) =4
IC|=100+7=14 [BNC| =100+ (5-7) =2

IANBNC| =100+ (3-5-7) =0
[AUBUC|=334+20+14—-6—4—2+0 =55 enters

Exemple: Calcular el nombre de solucions no negatives de ’equacio:
T+t astag=11 21 <3, 29 <4, 23<5

Sigui N el nombre de solucions de I’equacié sense la condicié 1 < 3, zo < 4, x3 < 5, i suguin
Py, Py i Ps els conjunts de les solucions amb 7 < 3, 2 < 41 x3 < 5 respectivament, i S el conjunt
de les solucions que necessitem:

S=N—|PLUP,UPs| =N — |Pi| — |P2| — | P3| + |PL N Py| + |PL N P3| + |Po N P3| — |PLN Pa N P

S CR(3,11) — CR(3,7) — CR(3,6) — CR(3,4) + CR(3,2) + CR(3,0) — 0

13 9 8 6 4 3 .
(11) - (7) - (6) — <4>+ <2>+<0> =78 —36 —28 — 154 6 + 1 = 6 solucions

4.5.1 Desarranjaments

Un desarranjament d’un n-conjunt X = {1,2,...,n} és una permutacié o tal que o(n) # n, es a
dir, una permutacié de forma que cap objecte vagi al seu lloc inicial. El nombre de desarranjaments
D,, es calcula amb la segiient férmula:

“~(—1)F 11 a1
Dn:nlz(k!) —n!(2!3!+...+(1) n')

Exemple: Quantes desordenacions hi ha dels nimeros 12347 [4 nimeros]

111
— 4! - _ —
D4_4‘<2! 3!+4!) =9
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4.6 Exemples de demostracions

4.6.1 Propietat d’addiccié dels nombres binomials
n\ (n-—1 n—1
k) k + k—1
n—1 n—1\ (n—1)! (n—1)! B (n—1)! 1 1
( : >+ <k:—1> QN Ty T R P 1 ey Tl P oy g 3 <k+n—k)

T (k- 1()711(71?/1 —1)! (k:(nn— k)) k!(nni B <n ; 1)

4.6.2 Propietat d’absorcié
n\ nf(n-1
()-5G0)
nin—1\ n (n—1)! B n! _(n
E\k—1) " k(k-Din—k)!  Kn—kK \k

4.6.3 Corol-lari d’absorcid

won(() o)

"(n . 1) - nk!(r(bn——klz! 0~ Hn —n/L i k)k'(nnlk)' Snh (Z)

4.6.4 Identitat de Pascal
r r r—1

m m _ m! m! _ ml(n+1) m!(m —n)
( >+ <n—1> T wm—n) Tt D)m—n=1 (it D)lm—n) | (nt D(m—n)!

_ omln+ 1) +mm—-—n)  mlm+1) (m+1)! _ <m+ 1)
B (n+ 1)!(m —n)! i+ (m—n)! (m+Dm-n) \n+1
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Espais vectorials. Calcul Vectorial

5.1 Sistemes de coordenades

Un sistema de coordenades és la manera de poder assignar a un punt unes coordenades. Esta
format per un origen i uns eixos (sistema de referéncia).

1. Origen de coordenades: Punt fix i arbitrari O.

2. Eixos de coordenades: Conjunt ordenat de rectes diferents que passen per O. Cada recta té
un sentit de recorregut i una unitat de mesura, {x1,z2,...,z,}

Notacié: S = (0,{z1,z2,...,2,})

5.1.1 Sistema de coordenades a la recta unidimensional S = (O, {z})
1. Punt d’origen fixe O.
2. Recta x que passa per 'origen O.
3. Unitat de mesura u,.

R u

® } T

1. Punt d’origen fixe O.
2. Rectes z i y ordenades diferents que passen per O.

3. Unitats de mesura u, i uy.

Coordenades cartesianes rectangulars
Un sistema de coordenades cartesianes rectangular és tal que els seus eixos formen un angle de %
(s6n ortogonals) i les seves unitats de mesura sén iguals a tots dos eixos.

Coordenades d’un punt P

P, projeccié paral-lela de P sobre Oz en la direccié Oy.
P, projeccié paral-lela de P sobre Oy en la direccié Oxz.
Les components de P sén: P = (zg, yo).
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Orientacié dels eixos OFf 4\

L’orientacié ve definida per l'ordre dels eixos y la orientacié de cada eix.
La orientacié més utilitzada és antihoraria positiva. O+

x
5.1.3 Sistema de coordenades a ’espai tridimencional S = (O, {Oz, Oy, Oz})
1. Punt d’origen fixe O.

2. Rectes z, y i z ordenades diferents que passen per O.
3. Unitats de mesura ug, uy, i u,.

4. Oz no es troba al pla determinat per Oz i Oy.

Coordenades d’un punt

P, Projecci6 paral-lela de P sobre OxOy en la direccié Oz.
(20,%0) coordenades de P,, en el pla OzOy.

|zo| distancia de P a Py, i per tant component de P.

Les components de P sén: P = (g, Yo, 20)-

5.2 Parametritzacié d’objectes geometrics

5.2.1 Recta, semirecta i segment

Siguin A i B dos punts, I’equacié paramétrica de la recta que passa per A i B és:

l’l(t) =a1 + t(bl — al)
P(t) = A+tAD = m:(t):aﬁt(braz) teR
2n(t) = an + by — ap)

Si acotem t amb valor minim n < t < 0o, 0 un valor maxim oo < t < m, aleshores estem definint
una semirecta.
Si acotem ¢ amb dos valors n <t < m, aleshores estem definint un segment.

5.2.2 La circumferencia al pla bidimensional
L’equacié de la circumferéncia de centre ¢ = (a,b) i radi R és:
(z—a)’+(y—b)?® =R

Si fixem ¢ = (0,0) i R = 1, aleshores parlem de la circumferéncia unitat: z2 +y? =1

Parametritzacié de la circumferéncia

x(t) = a+ Rcost

y(t) = b+ Rsint Osts2m

P(t) = (a+ Rcost,b + Rsint) ﬁ,{

Si acotem t, aleshores estem definint un arc.
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5.2.3 El cilindre circular a ’espai tridimensional

Sigui R el radi del cilindre, ¢ = (a,b,0) el centre i h l'altura, 'equacié del cilindre és:

z(t) = a+ Rcost
P(t) = (a+ Rcost,b+ Rsint,s) =< y(t) =b+ Rsint 0<t<2m, 0<s<h
z(t) =s

Si fixem a s un valor determinat, aleshores tenim una circumferéncia a 1’espai.

5.3 Vectors

5.3.1 Visié geometrica. Segments dirigits

Vector fix Siguin A i B dos punts, és el segment orientat de A cap a B, que notem 1@ . Aquest
vector té les segiients caracteristiques

- Direccié. Recta tinica que conté A i B.
- Sentit. Orientacié del vector.

- Norma. Longitud o distancia entre A i B.

Vector posicié Un vector posicié en un sistema de coordenades S és aquell que va des de
lorigen O a un punt P. Les components del vector sén les del punt.

5.3.2 Operacions amb vectors

Suma  Operaci6 interna, on el vector resultant és la suma de les components dels dos vectors
que se sumen.
U+ U= (u; +vi,u2 + v, ..., U, + vp)

Propietats de la suma

e Associativa: (4 + 7))+ =4+ (

<y
+
&

e Element neutre: 30 | 04+ ad=a
e Element oposat: Vi 3(—@) | @+ (—d) =0
o Commutativa: ¢+ U =0+ U

Aquestes propietats fan del conjunt R™ i la operaci6é suma un grup abelia (R™,+).

Producte per escalars Operacié externa, on el vector resultant és la multiplicacié dels com-
ponents del vector per ’escalar que el multiplica.

A= (Aug + Aug, ..., uy), AER
Propietats del producte per escalar
e Associativa: A\(ut) = (Ap)d
e Distributiva respecte la suma: A(@ + ¢) = M + A7, A4 p)t = i+ pt

e Element neutre: 1 e R, 1ld=u
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5.3.3 Norma i distancia

Sigui S un sistema de referencia cartesia rectangular. Definim la norma d’un vector ||@]| com la
distancia entre els seus extrems, o la longitud de .

1@l = V/(u1)? + (u2)? + ... + (un)?
Per tant, la distancia entre dos punts A i B és la norma del vector que els uneix.
IAB| = /(b — a1)? + (b2 — az)2 + -+ (by — an)?

Propietats basiques

i@ =0 <= =0
“A(A,B)=0 «— AB=0 < A=B
- [[Ad]| = [A[]|a]]

5.4 Espais vectorials

5.4.1 Definici6 i exemples
Sigui k un cos i E un conjunt, amb |E| # 0. E és un k-espai vectorial si té

e Operacié interna suma, que compleix les propietats: associativa, element neutre, element
oposat i commutativa.
ExE — E
(@,7) +— U+7
e Operacié externa producte per escalar, que compleix les propietats: associativa, distributiva
respecte la suma i element neutre.

kxE — E
A i) — A

Exemples
1. R2, R3 R"
2. My, xm (k) = {matrius n x m amb suma i producte per escalar}
3. R,, = {polinomis amb coeficients reals de grau < n, amb suma i producte per escalar }

Nota Per demostrar que un conjunt amb dues operacions és un espai vectorial, hem de demostrar
cada una de les propietats de 'operacié suma i multiplicacié.

5.4.2 Combinacions lineals. Dependencia i independeéncia lineal

Sigui FE un k-espai vectorial, i S = {@y,ds, ..., 4, } C E un subconjunt de vectors de E.

Combinacié lineal
Una combinacio lineal dels vectors de S és qualsevol vector v que compleix
U= Aty + Aotis + ...+ N\, Vi, )\ €K
Exemples
1. (5,4) és combinacié lineal de (1,2),(3,0) — (5,4) =2(1,2) + (3,0)
2. Les combinacions lineals de (2,3,4) i (1,—1,3) sén

T=X2,3,4)+ n(1,-1,3) = (2N + 1, 3\ — p,4X+3p) A peR
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Teorema

Qualsevol vector de R™ és combinacié lineal dels vectors {é1,éa,...,€,}, on
él = (170a05" ’0)
€y = (07]-30;" 30)

Dependencia lineal

Un conjunt de vectors S = {uy, Uz, . .., U} és linealment dependent (LD) si almenys un dels vectors
és combinacié6 lineal de la resta. Per tant

I Az A €RN A0 | Al + Aalia 4 ..+ Mty =0
Altrament, el conjunt S és linealment independent (LI), i per tant
A Aoy A €h N A0 | AN+ Aala+ ...+ Ml =0
Exemple S ={(1,2),(3,0)} és linealment independent
A1,2) 4 u(3,00)=(0,00=0 = A=p=0
Teorema

L’expresié d’un vector com a combinacio lineal de vectors linealment independets és tnica.
Sigui S = {uy, s, ..., U, } linealment independents.

Vi, A\, | U= MU + Aotls + ...+ A\ U

Teorema
U = (U117U12, s 7u1r)
ﬁQ = (U21,U22,...,U2r) . . . .
n vectors . sén linealment independents si
ﬁn = (unly Un2, - .- 7unr)
/\1111-1-/\2112-1-...—"-)\”’11”:(0,0,...,O):O = A== =\, =0
Aurr + Aougy + ..o+ Aptpr =0 U1l U1 ... Upi | O
AUi2 + Ao + ... + Aty =0 U1z U292 ... Up2 | O
. — .
AUty + AoUor + ..o+ Aptlyr =0 Ul U2p ... Upp | O

La matriu és el resultat de posar els n vectors en columna. Com que és un sistema homogeni,
un resultat és A\ = Ao = ... =\, = 0. Si el resultat és tnic, llavors es tracta de vectors linealment
independents. Perque el resultat sigui tinic, cal que el sistema sigui compatible determinat, es a
dir, que el rang de la matriu sigui n, i per tant que el determinant de la matriu sigui diferent a 0.
Altrament, serd un sistema compatible determinat i els vectors seran linealment dependents.

Uyl U221 ... Uni
ui2 U292 e Un2

750 <~ iy, Uo,...,U, LI

Ulr  U2r  --.  Unpp
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Exemple S ={(1,0,5,3),(7,1,-1,0),(17,2,13,9)}

(1) I 1278 1 7 17 0o 1 2

— 0 1 2 |=0, 5 —1 13 |=0 <= vectors LD
b —1 1370 5 -1 13 3 0 9
3 0 910

5.4.3 Sistemes de generadors. Bases.

S = {i,Us,..., 4.} C E és un sistema de generadors de E si tot vector de E es pot expressar
com a combinacié lineal de S.

Vo€ B, Agy .o, N €E | U= Mty + Aatia + ...+ Ny

Exemple S ={(-1,2),(1,1)} Sigui ¢ = (x,y). Perque S sigui generador, tot vector ¥ ha de
ser combinacié lineal dels vectors de S.

(xay) = A(_I?Q) +/’L(1’1) V’Uh’Ug

T=-A+p y—x 2r +y ,
— A= Sp= —>  Sén generadors
y=2\+p } 3 T3 5
Base
Una base de E és un conjunt de vectors {¥, ¥a, .. ., U } linealment independets que sén generadors.

La dimensid de E és el nombre de vectors de la base.

Notem que totes les bases d’un espai vectorial tenen el mateix nombre de vectors.

Teorema

Sigui E un subespai vectorial, i B = {u, U2, ..., 4y} una base de F, les components d’un vector
existeixen (perque els vectors de B sén generadors) i sén tniques (perque els vectors de B sén
linealment independents).

TeE =N Aoy, A €k | T= Ay + Nollo + ... + Aniln

5.4.4 Subespais vectorals

Sigui E un k-espai vectorial. Un subconjunt F' C F és un subespai vectorial si compleix
o e = d+velF
eVick, ueF = ME€eF
Aquestes dues propietats es poden resumir en una de sola
eV\uek, UUEF = MNM+MNeF
Exemple F = {(z,0,2)} € R3

AT+ put = Nz,0,2) + p(a’,0,2") = Ao + pa’, 0,z + p2’) € F

Teorema
Sigui E un k-espai vectorial, i S = {u1,ds,...,U,} € F un conjunt de vectors.
El conjunt F' = {\11y, Aatla, ..., A\, de totes les combinacions lineals és un subespai vectorial.

Es denota F' =< § >=< 1, Uz, ..., Uy >.
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Interpretacié geomeétrica. Plans

Donats un punt A i dos vectors i, ¢, tot punt del pla ve determinat per A en la direccié < @, v >
de la forma

OP = OA + At +
PO\ i) = A+ \i + i

Teorema

Sigui F un espai vectorial, i F, H dos subespais vectorials de F.

e "N H és un subespai vectorial.

e [+ H és un subespai vectorial.

5.4.5 Espais de dimensio finita

Teorema
Sigui {1, ds,...,U,} base d’un espai vectorial E de dimensié n, i sigui @ una combinacié lineal
dels vectors de la base, aleshores {W, @1, U, ..., U, } — {U;} és també base de E.

Teorema d’Steinitz

Sigui F un k-espai vectorial de dimensié finita n. Tot conjunt de vectors linealment independent
es pot ampliar fins a obtenir una base de FE.

Teorema

Totes les bases d’un espai vectorial de dimensié finita tenen el mateix nombre de vectors.

Base d’un subespai vectorial

Sigui F' C E un subespai vectorial de E. Una base de F' és un conjunt de vectors linealment
independents i que generen F'.

Propietats basiques
e SidimF =dmFE — F=F
e Sigui G C F s.ev. SidimF =dimG = F=G

e Un conjunt amb més vectors que la base de F' és linealment dependent.

5.5 Canvi de sistema de referencia

Sigui S un sistema de coordenades. Un canvi de referéncia consisteix en canviar I’origen i/o la
base del sistema de coordenades.
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5.5.1 Canvi d’origen

Teorema
Siguin S i S dos sistemes de referéncia a R™

S:(O,{ﬁl,ﬁg,...,ﬁn}) S/:(O/,{'Jl,’lzg,...,ﬁn}) O/:(Ozl,OéQ,...,O[n)S

Sigui P € R™ un punt qualsevol: P = (z1,xa,...,2,)s P’ = (2},25,...,2))s

/ /

T =aoa1 + a7 T =T —Qy
/ /

To = Qo + g Ty = To — Qi

—

! /

Ty = ap + 2, T, =ITp — Qn

A nivell matricial:

X1 a7 Ty

!/

_— — T2 (&%) Ty

Oﬁ =00"+0'P ) = ) + )
T, o x!

Exemple S = (O, {11'1,172,12’3}) S/ = (O/, {Ul,ﬁg,ﬁg}) O/ = (1,2,3)5

P = (x7y7z)5 = (-r_17y—2,2—3)51

5.5.2 Canvi de base. Canvi d’eixos
Siguin dos sistemes de coordenades S = (O, B), S’ = (O, B'), amb
B = {iy,dz,...,Un} B = {dy, iy, ... a,}
on les components dels vectors @, sén

— — — —
Uy = a11U1 + a21U2 + ... + Ap1lUn
—/ — — —
Uy = G12U1 + G22U2 + ... + Gp2Unp

—/ — — —
Uy, = GA1pU1 + A2pU2 + ...+ Applip

La matriu del canvi de base de B’ a B esta formada per les components a;; dels vectors de la base
B’, expresats respecte als vectors u; de la base B.

ail a12 . QA1n

a1 a22 ... Qop
Mp _p=A=

an1  Ap2 N 4 P )

Mentres que la matriu del canvi de base de B a B’ és la inversa de la matriu Mp/_,g.

Teorema
: L !/ !/ !
Sigui ¥ = (21, 22,...,%n)p = (21,25, ..., 2,) B’
!/ /
I ZCl I 3?1
To xh o2 xh
= A . A_ . =

Tn x, Tn x



5.6. EXEMPLES DE DEMOSTRACIONS 93

Exemple
B:{ﬁlaﬁQaﬁB} B/:{ﬁ3:ﬁ1 +'Ij2 +ﬁ37ﬁ/2:ﬁ172ﬁ2,ﬁg:7ﬁ2+ﬁ3}
iy = (1,1,1)p 1 1 0
ﬁé:(L_Q»O)B — MB’—)B:AZ 1 -2 -1
afi = (Oa _17 1)3 1 0 -1

Siv= (xaywz)B = (x/ay/azl)B’

T x! 1 1 0 x’ z=x +1
y |=A ¢ |=11 -2 -1 y — y=a' —2y — 2
z Z 1 0 -1 z z=a + 2

5.5.3 Canvi complet de coordenades
Siguin

- S =(0,{t,ds,...,Un}) 8" = (O, {u},ds,...,u,}) dos sistemes de coordenades

- A la matriu del canvi de base de {u;} a {u;}

- O =(a1,a9,...,a,)s lorigen de S" amb coordenades a S
Teorema
Sigui el punt P = (z1,22,...,2n)s = (2], 25, ..., 2),)s
Ty T o3 1 o x}
/ /
= B S IR B IDTE e I B
Ty x, an Ty o x,
Exemple
S = (0, {u1, U, tu3}) 1 1 0
Sigui S = (O, {ua}, uh, us}) amb A= 1 -2 -1
0 =(1,2,3)s 1 0 1
T 1 1 0 x’ 1 r=2+y +1
y | =1 -2 -1 y |+ 2 — y=a' —2y — 2 +2

z 1 0 1 2 3 z=a' +2 +3

5.6 Exemples de demostracions

5.6.1 L’expressiéo d’un vector com a combinacié lineal de vectors L.I. és
Unica
Suposem que l'expressié no és unica.

U= MUy + Aol + ...+ Apily = (11 + potls + ... + ppty
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Com que els vectors u; sén L.I., aleshores

(A=) =0 AL =

(A2 —p2) =0 Az = p2
()\17#1)+(>\271LL2)++()\n*ﬂn):0 — : < :

(An = pn) =0 An = fin

5.6.2 Teorema. < S > Subespai generat per S
<8 >= {)\1171, AoUa, ..., )\nﬁn}

U, €< S >

ﬂ N e k } ﬁﬁ—F A\ = 5(91171 + 090y + ...+ enﬁn) +’}/(,U,1’L71 + ,U2'l72 + ...+ ﬂnﬁn)

B + M = (801 4+ yp1) U1 + (802 + yp2)Va 4 ... 4 (B0n + Ypin)Tn €< S >

5.6.3 F,H s.ev. = F C H s.e.v.

ueFNE — uWueF AN ueH



Capitol 6

Aplicacions Lineals

6.1 Definicié. Exemples. Propietats basiques

Siguin F, F' dos k-espais vectorials, una aplicacié lineal f : E — F' és una aplicacié tal que
1. flu+7)=f)+ f(¥) Vu,7€FE
2. f(M\) = Af(d) VAek

és a dir, conserva les propietats d’espai vectorial.

Exemples
f:R? — R
(z,y) +— 2z -—>5y
f:R? — R3 .
2. Demostracio
(z.y) — (y,7,2+y)

fli+7) = f(u) + f(7)
i =fle+ay+y)=w+y, e +2z4+2"+y+y)
W)+ f(0) = flz,y)+f(@,y) = (y,z,z+y)+ (.2, 2") = (y+y, a+2', x+2"+y+y/)

(b) Ae R f(Ad) = Af(d)

fd) = f(Az, A\y) = (Ay, Az, Az + Ay)
Af(@) = Mf(z,y) = My, 2,2 +y) = (\y, Az, Az + Ay)
6.1.1 Propietats basiques
Siguin F, F' dos k-espais vectorials, i f : E' — F una aplicacié lineal
L. f(0g) = f(OF)
2. f(—t) = —f(d)
fli =) = f(d) - f()
Teorema

Una aplicacié lineal f : F — F queda determinada de manera inica per la imatge dels vectors
de la base.

95
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6.2 Nucli i imatge d’una aplicacié lineal
Siguin F, F' dos k-espais vectorials i f : F — F una aplicaci6 lineal.
e El nucli de f és el conjunt de vectors de E que tenen imatge 0.
ker(f)={a@ e E| f(@) =0p} = f'(0p) CE
e La imatge de f és el conjunt de vectors de F' que tenen antiimatge a E.
Im(f) = {fi)) | i€ B} C F
Exemples
f:R? — R
(z,y) +— 2x—5y

ker(f) = {(z.) | F(z.y) = 0} = {(&, 20)} =< (1, 2) >
Im(f) = {22 — 5y | (2,y) € R} =R

9 f:R? — R?
. (zvy) — (‘T - Y, 2x — 2y)
ker(f) ={(z,y) | f(z,y) =(0,0)} = {(z,2)} =< (1,1) >
Im(f )f{(fv*yﬂx*?y)}—{x( :2) —y(1,2)} ={(z —y)(1,2)} =< (1,2) >
Teorema

e ker(f) és un subespai vectorial de F.
e Im(f) és un subespai vectorial de F.

e dimker(f) + dimIm(f) = dim F

6.3 Calcul matricial

6.3.1 Matriu associada a una aplicacio lineal

Siguin E, F dos k-espais vectorials, i f : E — F una aplicacié lineal. Fixem a E una base
{1, Uz, ...,Un} 1 una base a F {¢,0s,...,7,}. Com que la aplicacié lineal queda determinada
per les imatges dels vectors de la base F, podem escriure una matriu amb aquestes imatges, que
se 'anomena matriu associada.

flth) = a1 + ao1ta + ... + @mit;, a1 a2 ... Qip
f(t2) = a1201 + ageta + ... + amatm a1 Q22 ... Q2n
— A=
R o ~ o
,f(un) = A1pV1 + A2pV2 + ... + ApnUnm aml Am2 ... amn
Exemples

f: R® — R?

1. (@,0,2) — (24904220 +y+2y—2) matriu en les bases canoniques.
f(1,0,0) = (1,1,2,0) = 1(1,0,0,0) + 1(0,1,0,0) + 2(0,0,1,0) + 0(0,0,0,1) 1
f(0,1,0) = (1,0,1,1) = 1(1,0,0,0) 4+ 0(0,1,0,0) + 1(0,0,1,0) + 1(0,0,0,1) — 9
f(0,0,1) =(0,1,1,-1) = 0(1,0,0,0) + 1(0,1,0,0) 4+ 1(0,0, 1,0) — 1(0,0,0, 1) 0

== O =

== O
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f: R — R ambbases D1 = {21, (1,00} € R?
(m,y) — (2-75 +y,x—y,x+ y) By = {(1707 1), (0707 1)7 (07 -1, 1)} €R3
5 =2
f(2,1)=(5,1,3) =5(1,0,1) — 1(0,0,1) — 1(0, —1,1) . 1 0
f(=1,0) =(-2,-1,-1) = —2(1,0,0) + 0(0,0,1) 4+ 1(0, -1, 1) 11

Teorema

Sigui f: E — F una aplicacié lineal i A la seva matriu associada en unes certes bases Bg de F
i Bp de F. La imatge d’un vector ¥ = (z1,2,...,Zn) B, s f(¥) = (21,22,.. ., 2m)Bg, o0 F(7) és
el vector resultant de multiplicar el vector ¢ per la matriu A

T 21
I2 z9
A =
T, Zm,
Exemple
2 1
f:R? — R?® amb matriu associada A= 1 -1
1 1
. 2 1 . 2 +y
f(m,y)=A( )= 1 -1 ( >= -y | =Qrty,r—yz+y)
y 11 y T4y

6.4 Canvi de base en la matriu d’una aplicacié lineal

Teorema
Siguin E'i F dos k-espais vectorials amb les seves bases B = {uy, da, ..., Uy} 1V = {01,T2,...,0mn}

respectivament, si sigui f : E — F una aplicacié lineal amb matriu associada A.

Considerem unes noves bases B’ i V/, amb P la matriu del canvi de base de B’ a B i M la matriu
del canvi de base de V' a V. La matriu de f en les noves bases B’ i V' és

A= MAP

En particular, si E = F i B=V,B' = V', aleshores A’ = P"'AP

6

Exemple 1 f: R? — R? amb matriu A = ( 6

-2 ..
1 en les bases canoniques.

Problema: Canviar la matriu de f a la base {(1,2),(1,3)} (tenin en compte que tots dos
espais vectorials tenen la mateixa base).

werar= (2 (8 Y (L )=(2 )

S o o 3
i) (1)>ibases {d1, Gy, U3} €R

. T3 2 : _
Exemple 2 f: R®> — R® amb matriu A = < B1, ) € R?



o8 CAPITOL 6. APLICACIONS LINEALS

{’L_L'l,’l_jl + ﬂ272ﬁ1 + 17:3} e Rg
{3171 + Vo, 2771} e R?

11 2
, 1/0 1 13 0 1/ 4 6 10
A=MAP=35{ 1 3 ) 2 11 8(1)(1) 2\ -5 -5 13

6.5 Algunes aplicacions lineals

Problema: Trobar la matriu f en les bases

6.5.1 Monomorfisme, epimorfisme i isomorfisme

Siguin F, F' k-espais vectorials, i f : £ — F una aplicacié lineal.
1. f és injectiva (monomorfisme) si  ker(f) = {Og}. Transforma vectors LI en vectors LI.
2. f és exhaustiva (epimorfisme) si dim(Im f) = dim(F) <= Im f = F
3. f és bijectiva (isomorfisme) si  dim(Im f) = dim(F) = dim(F) < f té inversa

Com a conseqiiencia, si dim(E) = dim(F'):  f bijectiva <= f injectiva <= f exhaustiva

6.5.2 Inversa d’una aplicacié lineal

Una aplicacié lineal f té inversa si i només si és bijectiva. Aquesta inversa també és lineal.



